
第 21卷 第 5期
2006年 10月

航空动力学报
Journal of Aerospace Power

Vol. 21 No . 5
Oct . 2006

文章编号 : 100028055 (2006) 0520879205

结构动力响应精细积分级数解的
并行计算

李渊印1 , 金先龙1 , 张晓云1 , 李根国2

(1. 上海交通大学 高性能计算中心 ,上海 200030 ;2. 上海超级计算中心 ,上海 201203)

摘　　　要 : 讨论了精细积分法的存储需求问题 ,指出级数解更适合计算大型结构的动力响应分析。研究了

精细积分法级数解的并行计算 ,精细积分法的时程积分公式包含两项 ,采用第一项串行、第二项并行的并行算

法对精细积分级数解实施并行计算 ,给出了相应的实现流程。讨论了并行算法的负载分配策略 ,为减少处理

器等待初值的时间 ,对时间步数实施非平均分配。算例表明 ,并行算法具有好的加速比。
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Abstract : Storage requirement s of p recise integration method were discussed. Series so2
lution of t he met hod suit s dynamic response analysis of large2scale st ructures much bet ter

t han ot her met hods. Parallel comp uting of series solution has been researched and implemen2
ted. Time integration of p recise integration met hod includes two items. The first item was

comp uted serially and t he second item was comp uted in parallel . Then a corresponding flow2
chart was given. Load dist ributed st rategies were discussed for the parallel algorit hm. The

unbalanced dist ribution of time step s was implemented. The st rategy can decrease t he wait2
ing time of t he initial value for each processor . The final example shows t hat parallel algo2
rit hm of series solution has high speedup .
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　　文献[1 ]中提出的精细积分法 ,由于其数值结

果的高度精确 ,已经在结构动力分析[2 ]、优化控

制[3 ]、偏微分方程的精细求解[4 ]、非稳态随机动力
学[5 ]等领域得到了广泛应用。

求解大型结构动力响应问题非常耗时 ,发展
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相应的并行算法成为必然。精细积分法的主要运

算是矩阵向量运算 ,与传统的积分方法相比更适

合于并行计算 ,一些研究者发展的精细积分并行

算法 ,对时间步实施粗粒度并行化 ,通讯量低 ,获

得了很好的并行效率[628 ]。

对大型结构进行动力响应分析 ,存储空间是

一个必须考虑的问题。精细积分法得到的时程积

分公式包含两项 :第一项是指数矩阵向量乘 ;第二

项为积分项。对于任意载荷 ,可采用载荷分段线

性化[ 1 ]、Fourier 展开[6 ]、直接积分[7 ]等方法得到

第二项的数值结果。前两种方法需要矩阵求逆 ,

第三种方法则是借助指数矩阵 (不同于第一项中

的指数矩阵)完成的 ,逆矩阵和指数矩阵都是满

阵 ,需要大量的存储空间。采用精细积分法的级

数解[ 9 ]可以避免第二项中的满阵 ,该方法针对非

线性结构动力方程的求解而提出 ,也可直接应用

于线性情况 ,而且更简化 ,第二项求解仅与状态矩

阵有关 ,而状态矩阵是稀疏的。

本文讨论了精细积分法的级数解及其并行算

法 ,讨论了合适的负载分配策略 ,最后进行了算例

验证。

1　结构动力方程的积分

结构动力响应的基本方程为 :

M x
··

+ Cx
·

+ Kx - f ( t)

x
·( t0 ) = x

·
0 , x( t0 ) = x0

(1)

其中 , x
··( t) , x

·( t)和 x ( t)分别是加速度、速度和位

移向量 , M , C, K和 f ( t)分别是质量矩阵、阻尼矩

阵、刚度矩阵和节点载荷向量。

通过引入对偶变量[1 ] ,可以将 (1)式转化成状

态方程 ,但此时得到的状态矩阵未必稀疏。为此 ,

首先在 (1)式两端同时乘以 M - 1并移项 ,

x
··( t) = - M- 1 Cx

·( t) -

M- 1 Kx ( t) + M- 1 f ( t) (2)

引入变换[10 ] , (2)式可以写成状态方程形式 :

v
·( t) = Hv ( t) + r ( t)

v( t0 ) = v0

(3)

在有限元方法中 ,可以采用集中质量矩阵 ,此时

M和 M - 1为对角阵。又 K和 C 稀疏且对称 ,故

M - 1 K和 M - 1 C也稀疏 ,从而状态矩阵 H稀疏。

(3)式的解为 :

v( t) = T( t - t0 ) v0 +

∫
t

t0

T( t - z) r ( z) d ( z) (4)

其中 T(α) = exp (αH) ,文献[1 ]中给出了 T( t - t0 )

的精细求解方法。

在数值计算中 ,若把载荷作用的时间域[ t0 , tn ]

划分成 N等份 ,各分点 tk = kτ,这里τ为时间步长 ,

有τ= ( tn - t0 ) / N , k = 0 ,1 , ⋯, N ,上式可写成 :

vk = T(τ) vk- 1 +

∫
tk

tk- 1

T( tk - z) r ( z) d z (5)

其中 , k = 1 ,2 , ⋯, N。

2　精细积分级数解

为了对 (5)式进行积分 ,将 r ( t)在 tk - 1处展开

成 ( t - tk - 1 )的 Taylor级数 ,连同指数矩阵的无穷

矩阵级数一起代入 (5)式右端第二项 ,进行积分并

整理[9 ]可最后得到时程积分公式

vk = T(τ) vk- 1 +
　
　

∑
∞

j = 0
∑
∞

m = 0

( - 1) mτm+ j+1 Hm

j !m !( m + j + 1) r
( j)
k- 1 (6)

利用 (6)式和初值 v0 ,可逐步求出各时刻的状态

向量 vk ,无需回代。文献[9 ]中已对该算法的误差

进行了讨论 ,并给出了提高计算精度的合理做法 ,

这些同样适用于 (6)式。(6)式中 r
( j)
k - 1为一元函

数 ,文献[9 ]中 f
( j)
( k)为二元函数 ,因而 (6)式在处理

和实现上更加简洁。

3　精细积分级数解的并行计算

3. 1　并行算法描述

级数解和直接积分法的时程积分公式的差

异 ,仅在于第二项求解 ,故可采用相同的并行算

法[9 ]。分析 (6)式 ,第一项计算很简单 ,只是一次矩

阵向量乘。第二项计算相对复杂 ,但与状态向量 v

无关 ,各时间步的该项积分是相互独立的 ,可由多

个处理器独立并行计算。并行算法描述为 :首先并

行计算所有时间步的第二项 ,之后串行计算时程积

分 ,即先计算第一项 ,再加上已算得的第二项。

3. 2　负载分配策略

并行是针对第二项的 ,每一时间步的第二项积

分的计算量相当 ,因此将时间步数均分可达到负载

平衡。设处理器数为 p ,总时间步数为 N ,将 N分成

p组 ,每组 N i 步 , i = 1 , 2 , ⋯, p。N i 的算法为 :

N i = M + 1 (当 i Φ L 时)

N i = M (当 i > L 时)
(7)

其中 , M = æ N/ pâ, L = N - M 3 p ,这里æâ是取下
整函数。记 N 0 = ∑

i - 1

j = 1
N j ,第 i号处理器负责第 i 组
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图 1　级数解并行计算的流程图

Fig. 1　Flowchart of parallel computing for series solution

积分 ,即 N i 个时间步 [ tk - 1 , tk ]的积分 ,这里 k =

N 0 + 1 , N 0 + 2 , N0 + N i。

上述分配策略虽能达到负载平衡 ,但从整个

过程来看是不合适的。各处理器完成 N i 个第二

项积分的时间基本相等 ,接下来串行计算时程积

分时各处理器 (分得初始时间步的第 1号处理器除

外)必须等待初值 vN0完成 (第 i号处理器的初值由

第 ( i - 1)号处理器算出) ,这将增加整体计算时间。

为避免处理器等待初值 ,对时间步数实施非平

均分配 ,从而提高整体并行效率 ,基本思想是 :对第

i号处理器分配以较多的时间步 ,使得该处理器完

成 N i 个第二项的积分时 ,第 ( i - 1)号处理器能基

本上完成 N i - 1个时程积分 (包含 2项) ;此时第 i号

处理器所需的初值 vN0可即时获得 ,不必等待。

上述策略的具体实现方法为 :对于给定问题 ,

先进行一步时程积分 ,记第一项计算时间为 t1 ,第

二项计算时间为 t2 ,则分配以第 i 号和第 ( i - 1)

号处理器的时间步数应近似满足 :

N i - 1 ( t1 + t2 ) ≈ N i t t 2 (8)

整数 N i- 1 , N i 和 m’不一定绝对满足 (8) 式 ,故用

≈。记β= t2 / ( t1 + t2 ) ,有 N i- 1≈βN i ,又∑
p

i = 1
N i =

N ,可得到 :

N p [1 +β+β2 + ⋯+βp- 1 ]≈ N (9)

由等比数列求和求得 N p 后 ,再结合 (8) 式求出

N i , i = 2 , ⋯, p - 1。这里求出的 N i 不一定是整

数 ,需进行取整。为满足∑
p

i = 1
N i = N ,当 N i ( i = 2 ,

⋯, p) 求出后 ,得 N 1 = N - ∑
p

i = 2
N i 。

并行计算的流程见图 1所示。

4　数值算例

算例 :取一矩形薄壳结构 ,其有限元模型如图

2所示 ,四角固支 ,壳上某点作用一集中力 p。

图 2　薄壳有限元模型

Fig. 2　The finite element model of a thin shell

划分单元后得到结构动力方程的阶数为

105 ,离散总步数 N = 3 000 ,时间步长τ= 0. 05 s。

并行算法在上海超级计算中心的“神威 I”超级计

算机上实现 ,其中指数矩阵以及时程积分第一项

的求解采用了系统自带的计算库。“神威 I”超级

计算系统的主要参数为 :处理器主频 500 M Hz ,

384个处理器 ,主存容量 48 GB ,磁盘容量 1. 28

TB ,系统峰值为定点 ( 384 GIPS) 和浮点 ( 384

188
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GFLO PS) 。

根据前面的并行算法描述 ,串行计算量占总

计算量的比重为α= t1 / ( t1 + t2 ) 。由加速比的

Amdalh定律 ,并行算法的理想加速比 S 3
p 为

S 3
p = 1/ [α+ (1 - α) / p] =

p( t1 + t2 ) / ( p t1 + t2 ) (10)

　　其中 , p为处理器数目。取 max ( j) = 1 ,max

( m) = 30 ,经时间统计 , t2≈21 t1 ,由上式可求得并

行算法的理想加速比 S 3
p 。

加速比 S p 的定义为 S p = t/ tp ,其中 , t为串行

计算时间 , tp 为采用 p 个处理器并行计算同一问

题的时间。并行效率是衡量并行计算效果的另一

指标 ,其定义为φp = S p / p×100 %。表 1 中给出

了并行计算的时间和效率。

表 1　并行计算时间和效率

Table 1　Time and eff iciency of parallel computing

p 1 2 4 8 16 32

时间/ s 93. 710 49. 142 26. 842 15. 887 10. 644 8. 638

φp / % 100. 00 95. 35 87. 28 73. 74 55. 03 33. 90

由上表数据计算加速比 S p 和理想加速比

S 3
p ,并绘制加速比曲线如下 :

图 3　并行算法的加速比

Fig. 3　Speedup of the parallel algorithm

由图 3可见 ,并行算法具有良好的加速比和

可扩展性 ,接近于其理想加速比。算法的正确性

已在文献[9 ]中得到了验证。

5　结束语

除指数矩阵外 ,精细积分法的级数解只与稀

疏的状态矩阵有关 ,相对于载荷分段线性化、

Fourier展开、直接积分等方法 ,更适合于计算大

型结构的动力响应分析。

精细积分法的时程积分公式包含两项 ,本文

采用第一项串行、第二项并行的并行算法对精细

积分级数解实施并行计算 ,给出了相应的实现流

程。算法虽是部分并行的 ,但它对时间步实施任

务划分 ,各步运算相互独立 ,是粗粒度并行算法 ,

通讯量很低。另外 ,对时间步进行非平均分配 ,避

免处理器等待初值。获得的并行算法加速比接近

于其理想加速比。
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《航空动力学报》2007年改为月刊

经主办单位中国航空学会、主管单位中航一集团及北京新闻出版局的批准 ,《航空动

力学报》将从 2007年 1月起改为月刊。

近年来 ,随着我国航空航天科学领域的迅速发展 ,本刊的稿件也逐年增加 ,尽管编辑

部每期尽量增加版面 ,但仍然难以解决稿件积压和作者的论文发表周期较长的问题。

今年 4月 27日 ,《航空动力学报》收到中国航空工业一集团科技发展部转来的北京市

新闻出版局批准本刊改为月刊的批文 ,这对广大作者是一个喜讯 ,这能缩短论文发表的周

期 ,能让自己的研究成果早日介绍给广大读者。同时 ,本刊改为月刊 ,对读者也是一个好

消息 ,能够通过本刊尽快地获得更多的信息。

希望广大作者充分利用《航空动力学报》改月刊这一时机 ,通过《航空动力学报》这一

学术交流的窗口 ,向国内外的同行介绍自己的研究成果。

《航空动力学报》编辑部
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